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In what follows, English parts are taken from the slides I used in this talk. 
1 Introduction 
1.1. まずは記号と取り上げる有限群，位相空間等の説明からはじめます．




• PGLn(C) = GLn(C)/Cx -:PU(n) = U(n)/S1, and 
• PGLn(IFq) = GLn(IFq)/IF;, 
Suppose 
• £, p: prime numbers such that (£,p) = 1, 
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• q is a power of p, and 





数体 Cを有限体恥で罹き換えようという時には U(n)ではなく GLn(C)を考え
る必要があります.U(n)はコンパクト連結リー群ということで有限複体になりま
すのでトポロジーの人間にとっては GLn(C)よりなんとなく馴染みがあります．








CX isthe free loop space of X, i.e. 






H*(BGLn(C)) = Z/£[z2, Z4, Z6, .. , Z2n] 
がよく知られています.Quillen [Qui72]の結果として有限射影一般線型群につい
ても上の条件のもとでは



















Br→ BG→ B(G/r)→ BBr, 
there exists a spectral sequence 















PGLz(C)-::::: PU(2) = SU(2)/C2 = S0(3). 
H*(BPGLz(C)) = Z/£[z4], 




H*(BPGL2(C)) = Z/£[w2, w3], 
H*(BPGL2(lFq)) = Z/2[w2, w3] 0△ (x□ 2)









We can compute these cohomologies because H* (BG) is a polynomial algebra. BPGL3 -:' 
BPU(3), £= 3 isthe first non-polynomial case. 
2 Known results 
2.1. 以下£=3, n = 3とし PU(3)'.:::'PGL3(C),PGL3(lFq)の分類空間の mod
3コホモロジーを考えます. Kono-Mimura-Shimada [KMS75]では Rothenberg-
Steenrodスペクトル系列を用いて BPU(3)のmod3コホモロジーが計算されてい
ます.Rothenberg-Steenrodスペクトル系列は
G→ ＊→BG→ BG 
の一番右の BGに入るフィルトレーションから構成されるスペクトル系列
Cotorが (GJ(Z/£,Z/£)⇒ H*(BG) 
ということもできます.Kono-Yagita [KY93]では PU(3)の極大トーラス Tと極
大な基本アーベル 3ー 部分群A2竺 Z/3x Z/3に対して特性類を計算することに
より








From now on, we assume£= 3 . 
Theorem 2.1 ([KMS75], [KY93]) H*(BPGL3(C)) is isomorphic to 
Z/3[ys,z2,z12] 0 A(y3,y7)/(y3z2,Y1Z2,YsZ2 + y3y7), 
where y3 = Qo(z2), Y7 = Q1 (z2), Ys = QoQ1 (z2). The induced homomorphism 
H*(BPGL3(C))→ H*(BT) 〶 H*(BA2)
is injective where T is a maximal torus and A2 is a maximal non-toral elementary 




2.2. BPGL3(IF q) の mod3コホモロジーに関しては Tezuka[Tez02]で q三 4,7




Cotorが (G)(Z/£,H*(G))⇒ H*(£BG) 
CotorH*(G)(Z/£, H*(G))⇒ H*(BG(IFq)) 
を用い，これらのスペクトル系列が E2—レベルで退化していることを示すことに
より得られています．これらの結果はTezuka予想 [Tez98]
H*(BG(IFq)) = H*(£BG) for any integral group scheme G? 
が G= PU(3) qが q三 4,7 mod 9の場合に成り立っていることを示していま
す．この Tezuka予想を q三 0mod 9の場合にも示すことがこの研究のもう一つ
の目的です．
2.3. 上の BPGL3(C)のmod3コホモロジーの計算は Todaスペクトル系列を用い
ても容易にできます．さらに上の計算ではそれほど容易ではないがの像がToda
スペクトル系列を用いると容易に計算できます．
Toda spectral sequence for 
BS1→ BU(3)二 BPU(3)→K(Z, 3) 
collapses at the E2-level. 
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Theorem 2.2 As an algebra over Z/3, H*(BPGL3((C)) is generated by 
z2,z12,y3 = Qo(z2),y1 = Q心），Y8= QoQ心），
H*(BPGL3(C))[y81] = (Z/3[yg,z12]R(yふy7))[ygり，
rp: H*(BPGL3((C))→ H*(BGL3((C)) EB H*(BPGL3((C))[yい］




Moreover, z2, z12 are characterized by 
が(z2)= Z2, 





Toda spectral sequence for 
B(Z/3)→ BSU(3)→ BPU(3)→ BB(Z/3) 
does not collapse at the E2-level. 






Theorem 3.1 Toda spectral sequence for 
BIF: → BGL3(1Fq)→ BPGL3(1Fq)→ BBIF;, 
that is, 
Cotor H*(BlF{ lZ/3, H*(BGL3(IF)))⇒ H*(BPGL3(1Fq)), 
collapses at the E2-level. 
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Theorem3.2 As an algebra, H*(BPGL3(IF q)) is generated by Y2, y3, Y1, Ys, z1, z2, zs, Z9, z12. 
z1, zs, Z9 are characterized by 
が(z1)=z1,
が(zs)= ZIZ7, Y2Z8 = 0, 
が(z9)= z2z1 + z1zi, 
Qo(zs) = 0, 
Qo(z9) = 0, Y2Z9 -Y3Z8 = -Y3Y8, 
where町=Z2Z5 + Z3Z4・ 
Theorem3.3 
H*(BPGL3(lF q))[y81] = (Z/3[yz, Ys, z12]/(y~+ Yぷz12-y這）RA(y3,Y1))[y8り，
<p: H*(BPGL3(lF q))→ H*(BGL3(lF q)) 〶 H*(BPGL3(lFq))[yい］
is injective. 
Theorem 3.4 In H*(BPGL3(lF q))[yg ]' 
1 








Z9 = -(-yび3-yzy3z12). 
Ys 
Theorem 3.5 The mod 3 cohomology ring is generated by elements above with the 
following 13 relations 
and 
Y2Z2 + Y3ZI = Y2硲 =yz③十Y3Z8= Y2Y7 -Y8Zl = 0, 
Y3Z2 = Y3Z9 = Y7Z2 = Y7ZI + yfr3z1 = Y冗9= 0, 
YsZ2 + Y3Y7 = 0, 
yzzに12+ Y冗8= -yzZI + Y7Y8, 
8 
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